
Cours 9:Stabilitenon-lineaire/systimes linaires n =2

Nous eludious maintenant (a stabilitede la solution

nulle pour l'equation
(E) x =f(t,x),

on ft ((0, 9)xIR", IRY) salisfait f(t,0) =0.
Sous hypothise supplementaire que fest C,

I

pen
L lineariser. On ecrit

f(,x) =Dift,olx +rtix),
onie((0,0) x1R, IR") salis fail
F + - (0,c), Ir1x)1 =0(K) (x -> 0) .



On appelle l'equation
(A) x=AlAX,

onAlt):=Dif(t,0), la linearisation de (E).

On dit aussi que (E)
est une perturbation de (H).

Nows allows diduire de la stabilite de (H) des resultats

de stabilite pour (E).

Cas 1: Supposons que Dxf(t,0) he depend pas
det, douc Alt =A - IR** est me matrice
constant et (E) s'crit

19.11 x=Ax +r(t,x).



Theorewe 9.1: Soit J1(k =1,...,n) ls valeurs

propres de A. Supposons que (r(tix) =0(1) lorsque
x to uniformement on to10,01.
(a) Si RedacO, alors la solution nulle est unifor-
mement el asymphobanement stable pour (9.11.
(b) Sil existe k -> E1, . . ., m3 felque Redi> O,
alors la solution mall est instable pour (9.11.

Example 9.1: Considerous le systeme

= - kx2"-siny
(9.2) Ey=- kycsX +lanx

(ke (R).



La matrice jacobienne du membre de droit
kxe"-siny

(i) (g) =[-kycx +(yx)
est

Dreif-f)(atteit
do

A =baxsf(0,0) = (-,_i!).
Douc (9.2) sicrit



19.3) E
x
=
- kx - y +r,(x,y)

y1 =x - ky +r(x,y))

oh(ic(y)) +(5z(y)) =0((+(y1)((x,y) -- (0,0)).
Les valours propres

de A sont solubous de

Ik*1+1 =0, soit d = - kII.

Par Le Rorime 6.1, la solution will de (9.3)
est uniformiment of asympholiquement stable sik>0,
of alle est instable sik <0. Dans le cask =0,
Le Cheorie 9.1 he donne pas d'information.
Nous verious ci-dessous que

le systime est uniforms -
ment stable dans ce cas.



Cas 2: Nous considious equation
(9.4) x

=A(H x +rt,x),
onA, r- CCC0,0)-IR", 1R") area r1t, 01 =0.

I

Le marine suivant fournit des resultats de

stabilite pour (9.4), par perturbation de liquation
homogine

(A) X=Alt X .

Theoremne 9.2: Supposous qu'il exist me fonction
p- (° (10, 9), 10,011 helle

que (p < c et

151,x)) <p()I pour AI pelit et t-to,c).



(a) Si (H) est uniformement stable, alors (a
solution mulle de (9.4) est uniformement stable.
(b) Si (H) est uniformement stable of asymploliquement
stable, alors la solution mulle de 19.4) est unifor-
minant of asympholiquement stable.

Stabilitepar une fonction de Lyaponnov
Lorsque Reds =0 pour un k-91, ..., n3, le
Ieorimg 9.1 we done pas dinformation. Dans
certains cas, on pent alors stablit (a stabilitein
utilisant are "fouchon de Lyaponnor".



Nous illusions la methode par an exemple. Elle
sera generalise an exercise.

Exemple 9.2:Repremous le systime (9.21, clte

fois arek =0:

(9.5) x
=
- siny, y':taux.

Comme on alexemple 9.1, Le Meorimg 9.1 we

done pas dinformation concernant (a stabilitede
la solution null dans a cas. Considerous (a

fouchin V(y)= 1 - Incost-cosy. On a clairement

(9.61 V(0,0) =0.



Par continuitide V, il existe R0 tel que V

est definie sur BR: =[(xig)-IR"; IX+/y) -R 3-
-
-et salis fait ~-
8,o) 3y

(9.7) F(xy) -> BR1910,013, VKi3) > 0. LXmin. Local
strick

De plus, si (IH,y() est solution de (9.5), on a:

19.8) Fte (0.8), V(x),yA) =x' +y't)
--xH-siny y'lt)=-laux(-sing) -sinytaux =0.

Aisi, la fonction Vest constant he long des

trajectoires de (9.5). Une fonction V sahisfaisant



19.6), (9.7), (9.8) est appette touchin de Lyaponnov
de (9.5).
Alaid de V, nous montious maintenant

que
la

solution nulle de 19.5) est uniformement stable.

Puisque (9.5) est autonome, is suffit de monher que
x =0 est stable.

Soit 320. Nous churchous 320 he1 que

Hollyol <S => AH1+y11<2 Ftel,d),

on(XI), y(H) est (a solution de (9.51 avec condition

initiate x (0) =xo, y (0) =y. · Puisque la brajectoire
AIE), y(A) se silve sur are surface de niveau de



V, is existe CER t-g.
VII, y(H) =
c Fte (0,0).

Choisissant SR, on aura par (9.7) que c>0.
Comme V (0,0) =0, par continuiteon pant choisir
S-C0,R) assez pelit (e)

que voltlyo1< 8 =>

C =1 - Incsto) -cosy. 30 assez pelit hel que

FtC0, I-cosyCA-In(CSX) =c

=>0 < 1-cosy(t) 1C, 01-I(osx)) = c

E My 1)ICE & WH) < E. #



Systimes lineaires dans le plan
Nows eludious maintenant la stabilitedes systimes
lineaires autonomes dans le plan (n =2):

x =ax, +bxz
19.9) E x=cx, +dXc (aib,c,d= (R),

soit
x
=Ax,A =(c).

Par G Rorime 8.2, la stabilitede 19.5) depend
de la parli relle des naturs propres de

A.

Posaut
p =a+d, q =ad-bc,



on houne:

det(A - 31) =(,) =(a -s)(d- 1) - bc

=3-(a +d)1 +ad- bc =3
2

p1 +9.

Ainsi, ls values propies
de A sont donnies par

112 =t(p =15), B =p
=

4g.
Si 120, alors 3,,S2EIR of her signe pent
itre discute In fouchon de p, q->IR.
Si ICO, on a les racines complexes conjuguies

31 =(p =is).



Dans ce cas Red12 =tp et le
signe de P

determine (a stabilite de (9.91.
Nows eludions maintenant is portraits de phase
de (9.9) en fouchous des values propres 6, 32.
Si 1, 32EIR, la forme canonique de Jordan
de A est

soit 1 = (j) (3,712 on 11 =32)

sir 1 =(03) (d =1, =3)

Si S, deC, di =x i, alors



3 =(- i
o

I ~ 2).
0 ti

Soil TEIR** 1.g. TAT =3. Six est

solution de (9.9), alors y(H=TXA satisfait

19.10( y
=By.

De plus (a stabilite de (9.9) est equivalente a calle
de 19.10). On a alors les cas snivals.

Cast:did: 40 on 61,62>0
(as stable ( (instable (

↳ sol general de (?) = (i)(!)



dounce par g,1) =c,es*, y,(t) =czebt, c,cEIR.

.
31,2 <0 " round impropre

"1,230

Cas 2:1, =x2 =d

↳ Soir(a)3 =185), soit (b)1=00s')
↳(a) , 1) =c,edt, y21H =

(rest



(b) y, 11)
=(, +ct)edt, y, (t) =ce

It

↳ vvr,

cali,"on isL
I sO "round

propre
Il
10

Caltraclif/repulsif)

isX "noend

diginire"

Cas 3:3, 32-1R, 3,32 <0

↳ y, 1) =c,e*, yclt) =cext



↳ Free aico

> F

V
V 12>0

pourable
Cas 4:51 =x =i (ii) =(-2)()
Dans le cas, le changement de variables

I,
=rcos&, 3, =rsin I

donne
r=ar, g =-

↳
wit) =rett, D(t) =D. -Bt



S

↳

⑱-1 L

x <0 ↳>0

"Spirale altractive" "spirate impulsive"

↑ L = 0
-

"Cenhe"


